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पिछली कक्षाओं में, आप संख्या रेखा के बारे में पढ़ चुके हैं और वहाँ आप यह भी पढ़ 
चुके हैं कि विभिन्न प्रकार की संख्याओं को संख्या रेखा पर किस प्रकार निरूपित किया 
जाता है (देखिए आकृति ।.])। 


—ू्ि—्ि्ि्अ््े भ ्छक् oY 
3 NFHS? : 


आकृति . : संख्या रेखा 


कल्पना कीजिए कि आप शून्य से चलना प्रारंभ करते हैं और इस रेखा पर धनात्मक दिशा 
में चलते जा रहे हैं। जहाँ तक आप देख सकते हैं; वहाँ तक आपको संख्याएँ, संख्याएँ और 
संख्याएँ ही दिखाई पड़ती हैं। 
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अब मान लीजिए आप संख्या रेखा पर चलना प्रारंभ करते हैं और कुछ संख्याओं को 
एकत्रित करते जा रहे हैं। इस संख्याओं को रखने के लिए एक थैला तैयार रखिए! 


संभव है कि आप ।, 2, 3 आदि जैसी केवल प्राकृत 
संख्याओं को उठाना प्रारंभ कर रहे हों। आप जानते हें कि 
यह सूची सदैव बढ़ती ही जाती है। (क्या आप बता सकते 
हैं कि ऐसा क्यों है?) अत: अब आप के थैले में अपरिमित 
रूप से अनेक प्राकृत संख्याएँ भर जाती हैं! आपको याद 
होगा कि हम इस संग्रह को प्रतीक च से प्रकट करते हैं। 


अब आप घूम जाइए और विपरीत दिशा में चलते हुए 
शून्य को उठाइए और उसे भी थेले में रख दीजिए। अब 
आपको पूर्ण संख्याओं (भh०le nएmM७९7५) का एक संग्रह 
प्राप्त हो जाता है। जिसे प्रतीक % से प्रकट किया जाता है। 





अब, आपको अनेक-अनेक ऋणात्मक पूर्णांक दिखाई देते हैं। आप इन सभी ऋणात्मक 
पूर्णाकों को अपने थेले में डाल दीजिए। क्या आप बता सकते हैं कि आपका यह नया संग्रह 
क्या है? आपको याद होगा कि यह सभी पूर्णाकों (९८९7५) का संग्रह है और इसे प्रतीक 
7 से प्रकट किया जाता है। 







7 जर्मन शब्द “Zahlen” 
(जेहलीन) से लिया गया है, 
जिसका अर्थ है '*गिनना'' 

और “८30” (जहल) जिसका 
अर्थ है “संख्या '। 





क्या अभी भी रेखा पर संख्याएँ बची रहती हैं? निश्चित रूप से ही, रेखा पर संख्याएँ 


बची रहती हें। ये संख्याएँ _,_,या जा जैसी संख्याएँ भी हैं। यदि आप इस प्रकार की 


सभी संख्याओं को भी थेले में डाल दें, तब यह परिमेय संख्याओं (rational numbers) 
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का संग्रह हो जाएगा। परिमेय संख्याओं के संग्रह को 0 से प्रकट किया जाता है। अंग्रेजी शब्द 
“at।०॥३]” कौ व्युत्पत्ति अंग्रेजी शब्द “70” से हुई है और अक्षर 0 अंग्रेजी शब्द : quotient 
से लिया गया है। 


अब आपको याद होगा कि परिमेय संख्याओं की परिभाषा इस प्रकार दी जाती हे : 


संख्या +” को परिमेय संख्या कहा जाता हे, यदि इसे 2 के रूप में लिखा जा सकता 
५ 


हो, जहाँ 9 और ० पूर्णांक हैं और #0 है (यहाँ हम इस बात पर बल क्यों देते हैं कि 
१ # 0 होना चाहिए)। 


अब आप इस बात की ओर ध्यान दीजिए कि थेले में रखी सभी संख्याओं को , के 
रूप में लिखा जा सकता है, जहाँ और ५ पूर्णाक हैं और ५ #0 है। उदाहरण के लिए,-25 
को i के रूप में लिखा जा सकता है; यहाँ = -25 और /=। है। इस तरह हम यह पाते 
हैं कि परिमेय संख्याओं के अंतर्गत प्राकृत संख्याएँ, पूर्ण संख्याएँ और पूर्णांक भी आते हैं। 


आप यह भी जानते हें कि परिमेय संख्याओं का , के रूप में अद्वितीय (८११८९) 


नहीं गुणतः है I 2 
निरूपण नहीं होता है, जहाँ # और ८ पूर्णाक हैं और ५ # 0 है। उदाहरण के लिए, == 
I0 25 47 
70 = ज्ञा = द्र ˆ आदि। ये परिमेय संख्याएँ तुल्य परिमेय संख्याएँ (या भिन्न ) हैं। फिर 


ड p p 
भी, जब हम यह कहते हें कि ५ एक परिमेय संख्या हे या जब हम को एक संख्या 
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रेखा पर निरूपित करते हैं, तब हम यह मान लेते हैं कि 46&0 और और 4 का] के 
अतिरिक्त अन्य कोई उभयनिष्ठ गुणनखंड नहीं हे [अर्थात्‌ और 4 असहभाज्य संख्याएँ 

| | भनो 
(coprime numbers) हैं]। अतः संख्या रेखा पर के तुल्य अपरिमित रूप से अनेक ई 


में से हम : लेते हैं जो सभी को निरूपित करती है। 


आइए अब हम विभिन्न प्रकार को संख्याओं, जिनका अध्ययन आप पिछली कक्षाओं मे 
कर चुके हैं, से संबंधित कुछ उदाहरण हल करें। 
उदाहरण ॥ : नीचे दिए गए कथन सत्य हैं या असत्य? कारण के साथ अपने उत्तर दीजिए। 
0) प्रत्येक पूर्ण संख्या एक प्राकृत संख्या होती है। 
(0) प्रत्येक पूर्णांक एक परिमेय संख्या होता है। 
() प्रत्येक परिमेय संख्या एक पूर्णांक होती है। 
हल : 0) असत्य है, क्योंकि शून्य एक पूर्ण संख्या है परन्तु प्राकृत संख्या नहीं है। 
(9) सत्य है, क्योंकि प्रत्येक पूर्णांक # को र के रूप में लिखा जा सकता है और इसलिए 
यह एक परिमेय संख्या है। 
(४) असत्य है, क्योंकि ५ एक पूर्णाक नहीं हे। 
उदाहरण 2 : | और 2 के बीच की पाँच परिमेय संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 


इस प्रश्‍न को हम कम से कम दो विधियों से हल कर सकते हैं। 
हल ] : आपको याद होगा कि 7 और ५ के बीच की एक परिमेय संख्या ज्ञात करने के लिए 


आप 7 और ५ को जोड़ते हैं और उसे दो से भाग दे देते हैं, अर्थात्‌ - Ft - „और + के बीच 





स्थित होती है। अतः 5 । ओर 2 के बीच की एक संख्या हे। इसी प्रक्रिया में आप । और 


2 के बीच चार और परिमेय संख्याएँ ज्ञात कर सकते हें। ये चार संख्याएँ हें : 
3 व 7 


4 8 8 4 
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हल 2 : एक अन्य विकल्प है कि एक ही चरण में सभी पाँच परिमेय संख्याओं को ज्ञात 
कर लें। क्योंकि हम पाँच संख्याएँ ज्ञात करना चाहते हैं, इसलिए हम 5 + । अर्थात्‌, 6 को 


हर लेकर | और 2 को परिमेय संख्याओं के रूप में लिखते हैं। अर्थात्‌ ।= > और 2 = __ 


ड ड 789I0 ,I 

। तब आप यह देख सकते हें कि ललल और न सभी ओर 2 के बीच स्थित 
4 35 Il 

परिमेय संख्याएँ हैं। अतः । और 2 के बीच स्थित संख्याएँ हैं : 0 और दर 


टिप्पणी : ध्यान दीजिए कि उदाहरण 2 में । और 2 के बीच स्थित केवल पाँच परिमेय 
संख्याएँ ही ज्ञात करने के लिए कहा गया था। परन्तु आपने यह अवश्य अनुभव किया होगा 
कि वस्तुतः । और 2 के बीच अपरिमित रूप से अनेक परिमेय संख्याएँ होती हैं। व्यापक 
रूप में, किन्हीं दो दी हुई परिमेय संख्याओं के बीच अपरिमित रूप से अनेक परिमेय 
संख्याएँ होती हैं। 

आइए हम संख्या रेखा को पुनः देखें। क्या आपने इस रेखा पर स्थित सभी संख्याओं को 
ले लिया हे? अभी तक तो नहीं। ऐसा होने का कारण यह हे कि संख्या रेखा पर अपरिमित 
रूप से अनेक और संख्याएँ बची रहती हें। आप द्वारा उठायी गई संख्याओं के स्थानों के बीच 
रिक्त स्थान हें और रिक्त स्थान न केवल एक या दो हैं, बल्कि अपरिमित रूप से अनेक 
हैं। आश्चर्यजनक बात तो यह है कि किन्ही दो रिक्त स्थानों के बीच अपरिमित रूप से अनेक 
संख्याएँ स्थित होती हैं। 
अतः, हमारे सामने निम्नलिखित प्रश्‍न बचे रह जाते हैं: 
।. संख्या रेखा पर बची हुई संख्याओं को क्या कहा जाता 


हे? 

2. इन्हें हम किस प्रकार पहचानते हैं? अर्थात्‌ इन संख्याओं 
ओर परिमेय संख्याओं के बीच हम किस प्रकार भेद 
करते हें? 


इन प्रश्नों के उत्तर अगले अनुच्छेद में दिए जाएँगे। 
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प्रश्नावली 7.। 


p म हैं. जहाँ 
।. क्या शून्य एक परिमेय संख्या है? क्या इसे आप ५ के रूप में लिख सकते हैं, जहाँ 


7? और ५ पूर्णांक हैं और ५४0 है? 
2. 3 और 4 के बीच में छः परिमेय संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 
3. - और के बीच पाँच परिमेय संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 
4. नीचे दिए गए कथन सत्य हैं या असत्य? कारण के साथ अपने उत्तर दीजिए। 
0) प्रत्येक प्राकृत संख्या एक पूर्ण संख्या होती है। 
(00) प्रत्येक पूर्णांक एक पूर्ण संख्या होती है। 
(0) प्रत्येक परिमेय संख्या एक पूर्ण संख्या होती है। 


.2 अपरिमेय संख्याएँ 


पिछले अनुच्छेद में, हमने यह देखा है कि संख्या रेखा पर ऐसी संख्याएँ भी हो सकती हैं 
जो परिमेय संख्याएँ नहीं हैं। इस अनुच्छेद में, अब हम इन संख्याओं पर चर्चा करेंगे। अभी 


तक हमने जिन संख्याओं पर चर्चा की है, वे , के रूप की रही हैं, जहाँ और ५ पूर्णाक 


हें और / #0 है। अतः आप यह प्रश्‍न कर सकते हें कि क्या ऐसी भी संख्याएँ हें जो इस 
रूप की नहीं होती हैं? वस्तुतः ऐसी संख्याएँ होती हैं। 

लगभग 400 सा०यु०पू०, ग्रीस के प्रसिद्ध गणितज्ञ और दार्शनिक 
पाइथागोरस के अनुयायियों ने इन संख्याओं का सबसे पहले पता 
लगाया था। इन संख्याओं को अपरिमेय संख्याएं (irrational 
num९7५) कहा जाता है, क्योंकि इन्हें पूर्णाकों के अनुपात के रूप 
में नहीं लिखा जा सकता है। पाइथागोरस के एक अनुयायी, क्रोटोन 
के हिपाक्स द्वारा पता लगायी गई अपरिमेय संख्याओं क संबंध में 
अनेक किंवदंतियाँ हैं। हिपाक्स का एक दुर्भाग्यपूर्ण अंत रहा, चाहे 
इसका कारण इस बात को खोज हो कि ./2 एक अपरिमेय संख्या 
है या इस खोज के बारे में बाहरी दुनिया को उजागर करना हो। 

















पाइथागोरस 
(569 सा० यु’ पूः 479 साP युः पृ 
आकृति 7.3 





2020-2 


संख्या पद्धति 7 
आइए अब हम इन संख्याओं को औपचारिक परिभाषा दें। 


संख्या '५° को अपरिमेय संख्या (Irrational number) कहा जाता है , यदि इसे मा के 
रूप में न लिखा जा सकता हो, जहाँ # और ५ पूर्णांक हैं और ५ #0 है। 


आप यह जानते हें कि अपरिमित रूप से अनेक परिमेय संख्याएँ होती हें। इसी प्रकार, 
अपरिमेय संख्याएँ भी अपरिमित रूप से अनेक होती हैं। इनके कुछ उदाहरण हैं: 


/2, 3, /5, %,0.0I0II0II20... 


टिप्पणी : आपको याद होगा कि जब कभी हम प्रतीक “ / ” का प्रयोग करते हैं, तब हम 
यह मानकर चलते हैं कि यह संख्या का धनात्मक वर्गमूल है। अतः ,/4 = 2 है, यद्यपि 2 
और -2 दोनों ही संख्या 4 के वर्गमूल हैं। 

ऊपर दी गई कुछ अपरिमेय संख्याओं के बारे में आप जानते हैं। उदाहरण के लिए, ऊपर 
दिए गए अनेक वर्गमूलों और संख्या 7 से आप परिचित हो चुके हैं। 


पाइथागोरस के अनुयायियों ने यह सिद्ध किया है कि \/7 एक अपरिमेय संख्या है। 


बाद में 425 ई.पू. के आस-पास साइरीन के थियोड़ोरस ने यह दर्शाया था कि 
५3, ७5, N6, N7, 0, NII, 2, /3, /4, 5 और 7 भी अपरिमेय संख्याएँ हैं। 
2, 93 , 95 , आदि को अपरिमेयता (77३४।००।६४) की उपपत्तियों पर चर्चा कक्षा 0 में को 
जाएगी। जहाँ तक 7 का संबंध हे, हजारों वर्षों से विभिन्न संस्कृतियाँ इससे परिचित रही हैं, 
परन्तु ।700 ई. के अंत में ही लैम्बर्ट और लेजान्डे ने सिद्ध किया था कि यह एक अपरिमेय 
संख्या है। अगले अनुच्छेद में हम इस बात पर चर्चा करेंगे कि 0.।00707770... और 
7 अपरिमेय क्यों हैं। 

आइए हम पिछले अनुच्छेद के अंत में उठाए गए प्रश्नों 
पर पुनः विचार करें। इसके लिए परिमेय संख्याओं वाला 
थेला लीजिए। अब यदि हम थेले में सभी अपरिमेय 
संख्याएँ भी डाल दें, तो क्या अब भी संख्या रेखा पर 
कोई संख्या बची रहेगी? इसका उत्तर है “नहीं”। अतः, 
एक साथ ली गई सभी परिमेय संख्याओं और अपरिमेय k 
संख्याओं के संग्रह से जो प्राप्त होता है, उसे वास्तविक ॐ ५3% 2) ,, | 
संख्याआओ (प९al numb९7ऽ) का नाम दिया जाता 
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है, जिसे र से प्रकट किया जाता है। अतः वास्तविक संख्या या तो परिमेय या अपरिमेय 
संख्या हो सकती है। अतः हम यह कह सकते हैं कि प्रत्येक वास्तविक संख्या को 
संख्या रेखा के एक अद्वितीय बिन्दु से निरूपित किया जाता है। साथ ही, संख्या रेखा 
का प्रत्येक बिन्दु एक अद्वितीय वास्तविक संख्या को निरूपित करता है। यही कारण 
है कि संख्या रेखा को वास्तविक संख्या रेखा (eal number ॥n९) कहा जाता है। 


।870 में दो जर्मन गणितज्ञ कैन्टर और 
डेडेकिंड ने इसे भिन्न-भिन्न विधियों 
से सिद्ध किया था। उन्होंने यह दिखाया 
था कि प्रत्येक वास्तविक संख्या के 
संगत वास्तविक संख्या रेखा पर एक 
बिन्दु होता है और संख्या रेखा के 
प्रत्येक बिन्दु के संगत एक अद्वितीय | 
जी. कैन्टर ( 845-98 ) वास्तविक संख्या होती है। आर. डेडेकिंड ( 83-976 ) 

आकृति 7.4 आकृति 7.5 













आइए देखें कि सख्या रेखा पर हम कुछ अपरिमेय सख्याओं का स्थान निर्धारण किस 
प्रकार कर सकते हैं। 


उदाहरण 3 : संख्या रेखा पर ,/7 का स्थान निर्धारण (को निरूपित) कोजिए। 


हल : यह सरलता से देखा जा सकता है कि किस प्रकार यूनानियों ने 2 है 

का पता लगाया होगा। एक एकक (मात्रक) की लंबाई की भुजा वाला वर्ग मे od i 
0ABC लीजिए (देखिए आकृति .6)। तब आप पाइथागोरस प्रमेय लागू 
करके यह देख सकते हैं कि 08 = ,/!? +? = ५/2 है। संख्या रेखा पर आकृति 7.6 
हम \/7 को किस प्रकार निरूपित करते हैं? ऐसा सरलता से किया जा सकता है। इस बात 
का ध्यान रखते हुए कि शीर्ष 0 शून्य के साथ संपाती बना रहे, आकृति ].6 को संख्या रेखा 


पर स्थानांतरित कीजिए (देखिए आकृति 7.7)। 
Cc _B 


a oF | हो AP 2 3 
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अभी आपने देखा हे कि 08 = 2 है। एक परकार की सहायता से 0 को केन्द्र और 
08 को त्रिज्या मानकर एक चाप (०7८) खींचिए जो संख्या रेखा को बिन्दु? पर काटता है। तब 
बिन्दु ? संख्या रेखा पर ,/7 के संगत होता है। 


उदाहरणा 4 : वास्तविक संख्या रेखा पर ,/3 का स्थान निर्धारण कोजिए। 
हल : आइए हम आकृति ।.7 को पुनः लें। 





आकृति 7,8 


08 पर एकक लंबाई वाले लंब छा) की रचना कीजिए (जेसा कि आकृति ।.8 में दिखाया 


गया है)। तब पाइथागोरस प्रमेय लागू करने पर, हमें 0D = N62) +7 ) +]° = ४५3 प्राप्त होता है। 
एक परकार की सहायता से 0 को केन्द्र और 09 को त्रिज्या मानकर एक चाप खींचिए जो 
संख्या रेखा को बिन्दु पर काटता है। तब 0, \/3 के संगत है। 


इसी प्रकार / -। का स्थान निर्धारण हो जाने के बाद आप ,# का स्थान निर्धारण कर 
सकते हैं, जहाँ # एक धनात्मक पूर्णाक है। 


प्रश्नावली .2 
।. नीचे दिए गए कथन सत्य हैं या असत्य हैं। कारण के साथ अपने उत्तर दीजिए। 
0) ` प्रत्येक अपरिमेय संख्या एक वास्तविक संख्या होती है। 
(0) संख्या रेखा का प्रत्येक बिन्दु / के रूप का होता है, जहाँ एक प्राकृत संख्या है। 
(४) प्रत्येक वास्तविक संख्या एक अपरिमेय संख्या होती है। 


2. क्या सभी धनात्मक पूर्णाकों के वर्गमूल अपरिमेय होते हैं? यदि नहीं, तो एक ऐसी संख्या के 
वर्गमूल का उदाहरण दीजिए जो एक परिमेय संख्या है। 
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3. दिखाइए कि संख्या रेखा पर \/5 को किस प्रकार निरूपित किया जा सकता है। 


4. कक्षा के लिए क्रियाकलाप ( वर्गमूल सर्पिल की 
रचना ) : कागज की एक बड़ी शीट लीजिए और नीचे 
दी गईं विधि से “ वर्गमूल सर्पिल" (square root spiral) 
की रचना कीजिए। सबसे पहले एक बिन्दु 0 लीजिए और 
एकक लंबाई का रेखाखंड (line segment) 07 खींचिए। 
एकक लंबाई वाले 0, पर लंब रेखाखंड ?,?, खींचिए 
(देखिए आकृति ।.9)। अब 07, पर लंब रेखाखंड ?,?, 
खींचिए। तब 07, पर लंब रेखाखंड ?,?, खींचिए। 
इस प्रक्रिया को जारी रखते हुए 07 पर एकक लंबाई वाला लंब रेखाखंड खींचकर आप 
रेखाखंड 7 7? प्राप्त कर सकते हैं। इस प्रकार आप बिन्दु 0, ?,, ?,, ?,,..., ?,.... प्राप्त कर लेंगे 


n-l nn 


और उन्हें मिलाकर ५/2, +3, ५/4, ... को दर्शाने वाला एक सुंदर सर्पिल प्राप्त कर लेंगे। 





आकृति .9 : वर्गमूल सपिल 
को रचना 


.3 वास्तविक संख्याएँ और उनके दशमलव) प्रसार 


इस अनुच्छेद में, हम एक अलग दृष्टिकोण से परिमेय ओर अपरिमेय संख्याओं का अध्ययन 
करेंगे। इसके लिए हम वास्तविक संख्याओं के दशमलव प्रसार (९१27५078) पर विचार 
करेंगे और देखेंगे कि क्या हम परिमेय संख्याओं और अपरिमेय संख्याओं में भेद करने के 
लिए इन प्रसारों का प्रयोग कर सकते हें या नहीं। यहाँ हम इस बात की भी व्याख्या करेंगे 
कि वास्तविक संख्याओं के दशमलव प्रसार का प्रयोग करके किस प्रकार संख्या रेखा पर 
वास्तविक संख्याओं को प्रदर्शित किया जाता है। क्योंकि हम अपरिमेय संख्याओं की तुलना 
में परिमेय संख्याओं से अधिक परिचित हैं, इसलिए हम अपनी चर्चा इन्हीं संख्याओं से प्रारंभ 


करेंगे। यहाँ इनके तीन उदाहरण दिए गए हैं ° „ _। शेषफलों पर विशेष ध्यान दीजिए 


और देखिए कि क्या आप कोई प्रतिरूप (2४९77) प्राप्त कर सकते हैं। 


|| 
उदाहरण 5 : २, द और - के दशमलव प्रसार ज्ञात कीजिए। 
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.।426357... 





शेष: ], , ], ], [... शेष : 6, 4, 0 शेष : 3, 2, 6, 4, 5, ], 
भाजक : 3 भाजक : 8 Fe NH २ «६ 


भाजक : 7 
यहाँ आपने किन-किन बातों पर ध्यान दिया है? आपको कम से कम तीन बातों पर ध्यान 
देना चाहिए। 
() ची के बाद शेष या तो 0 हो जाते हैं या स्वयं को पुनरावृत्ति करना प्रारंभ कर 
देते हैं। 
(४) शेषों की पुनरावृत्ति श्रंखला में प्रविष्टियों (०१९७) की संख्या भाजक से कम होती है 
( में एक संख्या की पुनरावृत्ति होती है और भाजक 3 है, E में शेषों को पुनरावृत्ति 
श्रृंखला में छ: प्रविष्टियाँ 32645] हैं और भाजक 7 है)। 
(४) यदि शेषो की पुनरावृत्ति होती हो, तो भागफल (१७०४९०!) में अंकों का एक पुनरावृत्ति 
खंड प्राप्त होता है ( के लिए भागफल में 3 की पुनरावृत्ति होती है और न के लिए 
भागफल में पुनरावृत्ति खंड ]42857 प्राप्त होता है)। 
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यद्यपि केवल ऊपर दिए गए उदाहरणों से हमने यह प्रतिरूप प्राप्त किया है, परन्तु यह हि 
(५&0) के रूप की सभी परिमेय संख्याओं पर लागू होता है। 4 से # को भाग देने पर दो मुख्य 
बातें घटती हैं - या तो शेष शून्य हो जाता है या कभी भी शून्य नहीं होता है और तब हमें 
शेषफलों की एक पुनरावृत्ति श्रृंखला प्राप्त होती है। आइए हम प्रत्येक स्थिति पर अलग-अलग 
विचार करें। 

स्थिति 0) : शेष शून्य हो जाता है। 


वाले उदाहरण में हमने यह देखा है कि कुछ चरणों के बाद शेष शून्य हो जाता है और 


7 हैं 639 
ठ का दशमलव प्रसार 0.875 है। अन्य उदाहरण हें : ठर 705, उज 32.556 है। इन सभी 


स्थितियों में कुछ परिमित चरणों के बाद दशमलव प्रसार का अंत हो जाता है। हम एसी 
संख्याओं के दशमलव प्रसार को सांत (terminat९) दशमलव कहते हैं। 


स्थिति (#) : शेष कभी भी शून्य नहीं होता है। 


I I उदाहरणों में ड चरणों 

हू और न वाले उदाहरणों में, हम यह पाते हैं कि कुछ चरणों के बाद शेष की पुनरावृत्ति होने 
लगती है, जिससे दशमलव प्रसार निरंतर जारी रहता है। दूसरे शब्दों में, हमें भागफल में अंकों 
का एक पुनरावृत्ति खंड प्राप्त होता है। तब हम यह कहते हैं कि यह प्रसार अनवसानी 


I 
आवर्ती (non-terminating recurring) है। उदाहरण के लिए, ड 0.3333... और 
I 
ज =0.।42857I42857I42857... है। 

] में _ 
यह दिखाने के लिए कि 3 के भागफल में 3 की पुनरावृत्ति होती है, हम इसे 0.3 के रूप 
में लिखते हैं। इसी प्रकार, क्योंकि र के भागफल में अंकों के खंड ।42857 की पुनरावृत्ति 


] म हैं. जहाँ अंको 
होती हे, इसलिए हम का को 0.42857 के रूप में लिखते हैं, जहाँ अंकों के ऊपर लगाया 


गया दंड, अंकों के उस खंड को प्रकट करता है जिसकी पुनरावृत्ति होती है। साथ ही, 
3.57272 . .. को 3.572 के रूप में लिखा जा सकता है। अत: इन सभी उदाहरणों से 
अनवसानी आवर्त (पुनरावृत्ति) दशमलव प्रसार प्राप्त होते हैं। इस तरह हम यह देखते हैं कि 
परिमेय संख्याओं के दशमलव प्रसार के केवल दो विकल्प होते हैं या तो वे सांत होते हैं 
या अनवसानी (असांत) आवर्ती होते हैं। 
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इसके विपरीत अब आप यह मान लीजिए कि संख्या रेखा पर चलने पर आपको 3.।42678 
जैसी संख्याएँ प्राप्त होती हैं जिसका दशमलव प्रसार सांत होता है या ।.272727..., अर्थात्‌ 
।.27 जैसी संख्या प्राप्त होती है, जिसका दशमलव प्रसार अनवसानी आवती है। इससे क्या 
आप यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि यह एक परिमेय संख्या है? इसका उत्तर है, हाँ! इसे 
हम सिद्ध नहीं करेंगे, परन्तु कुछ उदाहरण लेकर इस तथ्य को प्रदर्शित करेंगे। सांत स्थितियाँ 
तो सरल हैं। 


उदाहरण 6 : दिखाइए कि 3.42678 एक परिमेय संख्या है। दूसरे शब्दों, में 3.]42678 


को , के रूप में व्यक्त कीजिए, जहाँ और ८ पूर्णांक हैं और ५ #0 है। 


, 3.42678 3 अत 
हल : यहाँ 3.42678 = ~~ हेै। अतः यह एक परिमेय संख्या है। 
]000000 


आइए अब हम उस स्थिति पर विचार करें, जबकि दशमलव प्रसार अनवसानी आवर्ती हो। 


छ D 
उदाहरण 7 : दिखाइए कि 0.3333... «- 0.3 को ५ के रूप में व्यक्त किया जा सकता हे, 
जहाँ और ८ पूर्णाक हैं और ५ # 0 है। 
हल : क्योंकि हम यह नहीं जानते हें कि 03 क्या है, अतः आइए इसे हम #” मान लें। 


x = 0.3333... 
अब, यही वह स्थिति है जहाँ हमें कुछ युक्ति लगानी पड़ेगी। 
यहाँ, I0%= ]0 % (0.333...) = 3.333... 
अब, 3.3333... = 3 + », चूँकि » = 0.3333... है। 
इसलिए, I0x=3+x 
* के लिए हल करने पर, हमें यह प्राप्त होता है: 
ox= 3 

अर्थात्‌ र 

के 3 


नि p में 
उदाहरण 8 : दिखाइए कि ].272727... = .27 को के रूप में व्यक्त किया जा सकता 
है, जहाँ 7 और ८ पूर्णांक हैं और ५ #0 है। 
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हल : मान लीजिए += ।.272727... है। क्योंकि यहाँ दो अंकों की पुनरावृत्ति है, इसलिए हम 
» को ।00 से गुणा करते हैं। ऐसा करने पर, हमें यह प्राप्त होता है : 
I00 x = 27.2727... 


अतः, I00x = 26+ .272727...- I26+x 
इसलिए, I00 + -* = 26, अर्थात्‌ 99 + = 26 
अर्थात्‌ 

के “7 99 II 


आप इसके इस विलोम की जाँच कर सकते हैं कि - = .27 है। 
उदाहरण 9 : दिखाइए कि 0.2353535... = 0.235 को र के रूप में व्यक्त कर सकते हैं, 
जहाँ ‰ और ५ पूर्णाक हैं और ५ #0 है। 
हल : मान लीजिए + = 0.235 है। यहाँ यह देखिए कि 2 की पुनरावृत्ति नहीं होती है, परन्तु 
खंड 35 की पुनरावृत्ति होती है। क्योंकि दो अंकों की पुनरावृत्ति हो रही है, इसलिए हम 
* को ।00 से गुणा करते हैं। ऐसा करने पर, हमें यह प्राप्त होता है : 

I00 x = 23.53535... 


इसलिए, 700 x = 23.3 + 0.23535... = 23.3 + + 

अतः, 99 + = 23.3 

अर्थात्‌, 99 = त › जिससे = 990 हुआ 
थात 53 जाँच है 

आप इसके विलोम, अर्थात्‌ त = 0.235 की भी जाँच कर सकते हैं। 


| p में 
अतः अनवसानी आवर्ती दशमलव प्रसार वाली प्रत्येक संख्या को ५ 40) के रूप में 


व्यक्त किया जा सकता है, जहाँ 7 और ८ पूर्णाक हैं। आइए हम अपने परिणामों को संक्षेप में 
इस प्रकार व्यक्त करें: 

एक परिमेय सख्या का दशमलव प्रसार या तो सात होता है या अनवसानी आवर्ती होता है। 
साथ ही, वह सख्या, जिसका दशमलव प्रसार सात या अनवसानी आवर्ती है, एक परिमेय 
सख्या होती है। 
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अब हम यह जानते हैं कि परिमेय संख्या का दशमलव प्रसार क्या हो सकता है। अब प्रश्न 
उठता हैं कि अपरिमेय संख्याओं का दशमलव प्रसार क्या होता है? ऊपर बताए गए गुण के 
अनुसार हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि इन संख्याओं के दशमलव प्रसार अनवसानी 
अनावर्ती (non-terminating non-recurring) हैं। अत: ऊपर परिमेय संख्याओं के लिए 
बताए गए गुण के समान अपरिमेय संख्याओं का गुण यह होता है: 

एक अपरिमेय सख्या का दशमलव प्रसार अनवसानी अनावर्ती होता है। विलोगत: वह सख्या 
जिसका दशमलव प्रसार अनवसानी अनावर्ती होता है, अपरिमेय होती है। 


पिछले अनुच्छेद में हमने एक अपरिमेय संख्या 0.00707770... को चर्चा को थी। मान 
लीजिए कि 5 = 0..070777070... है। ध्यान दीजिए कि यह अनवसानी अनावर्ती है। अतः 
ऊपर बताए गए गुण के अनुसार यह अपरिमेय है। साथ ही, यह भी ध्यान दीजिए कि आप 
5 के समरूप अपरिमित रूप से अनेक अपरिमेय संख्याएँ जनित कर सकते हैं। 

सुप्रसिद्ध अपरिमेय संख्याओं /7 और 7 के संबंध में आप क्या जानते हैं? यहाँ कुछ चरण 
तक उनके दशमलव प्रसार दिए गए हैं: 


५/2 = .4423562373095048806887242096... 
T= 3.4I59265358979323846264338327950... 


१४, ड #9) 
(ध्यान दीजिए कि हम प्राय: ष को 7 का एक सन्निकट मान मानते हैं, जबकि 7 =# क है।) 


वर्षों से गणितज्ञों ने अपरिमेय संख्याओं के दशमलव प्रसार में अधिक से अधिक अंकों 
को उत्पन्न करने की विभिन्न तकनीक विकसित की हैं। उदाहरण के लिए, संभवत: आपने 
विभाजन विधि (५०१ 7०000) से 2 के दशमलव प्रसार में अंकों को ज्ञात करना 
अवश्य ही सीखा होगा। यह एक रोचक बात है कि सुल्बसूत्रों (जीवा-नियमों) में, जो वैदिक 
युग (800 ई.पू. - 500 ई.पू.) के गणितीय ग्रंथ हैं, हमें /7 का एक सन्निकट मान प्राप्त 
होता है, जो यह है: 

2 = l+ + E xX त -— ज xX हि x | = ].4]42]56 

ध्यान दीजिए कि यह वही है जो कि ऊपर प्रथम पाँच दशमलव स्थानों तक के लिए दिया 
गया है। 7 के दशमलव प्रसार में अधिक से अधिक अंक प्राप्त करने का इतिहास काफी 
रोचक रहा है। 
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यूनान का प्रबुद्ध व्यक्ति आर्कमिडीज ही वह पहला व्यक्ति था 
जिसने 7 के दशमलव प्रसार में अंकों को अभिकलित किया 
था। उसने यह दिखाया कि 3.40845 < 7 < 3.42857 होता है। 
आर्यभट्ट (476 - 550 ईः) ने जो एक महान भारतीय गणितज्ञ 
और खगोलविद थे, चार दशमलब स्थानों तक शुद्ध 7 का मान 
(3..4]6) ज्ञात किया था। उच्च चाल कंप्यूटरों और उन्नत 
कलन विधियों (३४०१08) का प्रयोग करके ].24 ट्रिलियन 
से भी अधिक दशमलव स्थानों तक 7 का मान अभिकलित 
किया जा चुका है। 
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( 287 सा० युः पूः-22 सा० युः पूः ) 
आकृति 7.0 


आइए अब हम देखें कि किस प्रकार अपरिमेय संख्याएँ प्राप्त की जाती हैं। 


] #। ु 
उदाहरण ॥0 : और के बीच की एक अपरिमेय संख्या ज्ञात कोजिए।. 


| _..... 
हल : हमने देखा हे कि ज़ = 0.42857 हे। 


अत: हम सरलता से यह परिकलित कर सकते हें कि हि 


= 0.285774 है। 


] ५ ु ु 
र और र के बीच की एक अपरिमेय संख्या ज्ञात करने के लिए, हम एक ऐसी संख्या ज्ञात 


करते हें जो इन दोनों के बीच स्थित अनवसानी अनावर्ती होती हे। इस प्रकार की आप 
अपरिमित रूप से अनेक संख्याएँ ज्ञात कर सकते हें। इस प्रकार की संख्या का एक उदाहरण 


0.505005000750000. . . है। 


प्रशनावली .3 


. निम्नलिखित भिन्नों को दशमलव रूप में लिखिए और बताइए कि प्रत्येक का दशमलव प्रसार 


किस प्रकार का हे : 


36 


] 
© 00 @) आन 


3 2 
(Iv) I3 (५) II 


J 
Gi) 4 र 


_ 329 
(४) 400 


ड I _____ में ल॑ 
2. आप जानते हैं कि ड्र = 0.42857 है। वास्तव में, लंबा भाग दिए बिना क्या आप यह बता सकते 
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कङ्कट 3 456 हि 
हें कि व के दशमलव प्रसार क्या हें? यदि हाँ, तो कैसे? 


संत ] शेषफलों 
[संकेत : ड़ का मान ज्ञात करते समय शेषफलों का अध्ययन सावधानी से कीजिए।] 

3. निम्नलिखित को ण के रूप में व्यक्त कीजिए, जहाँ और ४ पूर्णाक हैं तथा ५४0 हैः 
0.6 (ii) 0.47 (iii) 0.00I 


4. 0.9999१9... को र के रूप में व्यक्त कीजिए। क्या आप अपने उत्तर से आश्‍चर्यचकित हे? 
अपने अध्यापक और कक्षा के सहयोगियों के साथ उत्तर की सार्थकता पर चर्चा कीजिए। 


5. उठ के दशमलव प्रसार में अंकों के पुनरावृत्ति खंड में अंकों की अधिकतम संख्या क्या हो 
सकती है? अपने उत्तर की जाँच करने के लिए विभाजन-क्रिया कीजिए। 


6. ण (4४0) के रूप की परिमेय संख्याओं के अनेक उदाहरण लीजिए, जहाँ और ५ पूर्णाक 


हैं, जिनका । के अतिरिक्त अन्य कोई उभयनिष्ठ गुणनखंड नहीं है और जिसका सांत दशमलव 
निरूपण (प्रसार) है। क्या आप यह अनुमान लगा सकते हैं कि ५ को कौन-सा गुण अवश्य 
संतुष्ट करना चाहिए? 


7, एसी तीन संख्याएँ लिखिए जिनके दशमलव प्रसार अनवसानी अनावर्ती हों। 


ख्याओं 5 वि, 
8. परिमेय संख्या ठ और - के बीच की तीन अलग-अलग अपरिमेय संख्याए ज्ञात कोजिए। 
9. बताइए कि निम्नलिखित संख्याओं में कौन-कौन संख्याएँ परिमेय और कौन-कौन संख्याएँ 


अपरिमेय हैं: 
23 (i) 225 (iii) 0.3796 
(iv) 7.478478... (v) I.I000I000I00007... 


.4 संख्या रेखा पर वास्तविक संख्याओं का निरूपण 


पिछले अनुच्छेद में, आपने यह देखा है कि किसी भी वास्तविक संख्या का एक दशमलव 
प्रसार होता हे। इनकी सहायता से हम इस संख्या को संख्या रेखा पर निरूपित कर सकते 
हैं। आइए हम देखें कि इसे किस प्रकार किया जाता है। 
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मान लीजिए हम संख्या रेखा पर 2.665 का 
स्थान निर्धारण करना चाहते हैं। हम जानते हैं कि 
2 और 3 के बीच यह संख्या स्थित है। आइए हम 
2 और 3 के बीच संख्या रेखा के भाग को 
ध्यानपूर्वक देखें। मान लीजिए हम इसे ।0 बराबर 
भागों में बाँट देते हें और इस भाग के प्रत्येक बिन्दु 
को अंकित करते हैं, जैसा कि आकृति ।.।] 0) में 
दिखाया गया है। 

तब 2 क दायीं ओर का पहला चिह्न 2.] को 
निरूपित करेगा, दूसरा चिह्न 2.2 को निरूपित करेगा, 
आदि-आदि। आपको आकृति ।.।] 0) में 2 और 3 
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2 2 3 


ard 2.2.2 2.3 2.4 | 2.0 2.7 2.6 2.9 | 


(!) 


आकृति 7.। 


के इन विभाजन बिन्दुओं को देखने में कुछ कठिनाई का अनुभव हो सकता है। इन्हें स्पष्ट 
रूप से देखने के लिए आप एक आवर्धन शीशे (M़anif४in९ ९।३$) का प्रयोग कर सकते 
हैं और 2 और 3 के बीच के भाग को देख सकते हैं। यह वैसा ही दिखाई पड़ेगा जेसा कि 
आप इन्हें आकृति ।.]। () में देखते हैं। अब, 2.6 और 2.7 के बीच 2.665 स्थित है। अतः 
आइए हम 2.6 और 2.7 के बीच के भाग पर अपना ध्यान केंद्रित करें। हम इसे पुनः दस 
बराबर भागों में बाँटते हैं। पहला चिह्न 2.6 को निरूपित करेगा, दूसरा चिह्न 
2.62 को निरूपित करेगा, आदि-आदि। इसे स्पष्ट रूप से देखने के लिए, इसे हम 


आकृति ].।2 () में आवर्थित करते हैं। 


2.0 


है LL 65 


| 2.6। 2.62 2.63 2.64 | 2.66 2.67 2.68 2.69 | 


G!) 


आकृति .2 
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अब इस आकृति में, 2.665 पुनः 2.66 और 2.67 के बीच स्थित है। इसलिए आइए. 
संख्या रेखा के इस भाग पर अपना ध्यान केंद्रित करें [देखिए आकृति ।.।3 6)] और कल्पना 
करें कि यह भाग ।0 बराबर भागों में बाँटा गया है। इसे और स्पष्ट रूप से देखने के लिए, 
इसे आवधित करते हैं, जेसा कि आकृति ।.।3 (9) में दिखाया गया है। पहला चिह्न 2.66 को 
निरूपित करता है, अगला चिह्न 2.662 को निरूपित करता है, आदि-आदि। अतः, 
2.665 इस उपविभाजन का पाँचवाँ चिह्न है। 


2.0 2. / 


2 ४४] 65 


iiiily 


2.6] 2.62 2.63 2.64 
(i) // 
0) 






2.00 2४0 / 


2 VLE 665 


| 2,66] 2.6622.663 2.664 | 2.666 2.667 2.668 2.669 | 


(!) 
आकृति .3 


एक आवर्धन शीशे को सहायता से संख्या रेखा पर संख्याओं के निरूपण को देखने के इस 
प्रक्रम को उत्तरोत्तर आवर्धन प्रक्रम (process of successive magnification) कहा जाता 


है। 


इस तरह हमने यह देखा हे कि पर्याप्त रूप से उत्तरोत्तर आवर्धन द्वारा सांत दशमलव वाले 
प्रसार वाली वास्तविक संख्या को संख्या रेखा पर स्थिति (या निरूपण) को स्पष्ट रूप से 
देखा जा सकता है। 


आइए अब हम संख्या रेखा पर अनवसानी आवर्ती दशमलव प्रसार वाली एक वास्तविक 
संख्या की स्थिति (निरूपण) को देखने का प्रयास करें। एक आवर्धन शीशे से हम उपयुक्त 
अंतरालों को देख सकते हैं और उत्तरोत्तर आवर्धन करके संख्या रेखा पर संख्या की स्थिति 
देख सकते हैं। 
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उदाहरण ।] : संख्या रेखा पर 5 दशमलव स्थानों तक, अर्थात्‌ 5.37777 तक 5.37 का 
निरूपण देखिए। 


A 6 
5.]5/ 5.65.7 5.85.9 
CH (ट 


JILL 
(!) 










5.3 s ~ 9.4 


til 
5.3y/ 5.32 5.33 5.34 2 ON .39 
pl 
छः. क 


(7) 


5.3 3.39 


iin a) 
5.37] 5.372 5.373 5.374 5.37 FEUER .379 
| | | | | | | |S |/ | | 
Fi! [4 


(॥) 





5,377/ ... !5\378 


DENNEN NEHER 5.3773 न 5.3779 
y 
th (iv) 
आकृति .4 
हल : एक बार फिर हम उत्तरोत्तर आवर्धन करते हैं और उस वास्तविक रेखा के भागों की 


लंबाइयों में उत्तरोत्तर कमी करते जाते हें जिसमें 5.37 स्थित हे। सबसे पहले हम यह देखते 
हैं कि 5 और 6 के बीच 5.37 स्थित है। अगले चरण में हम 5.37 का 5.3 और 5.4 के 
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बीच स्थान निर्धारण करते हैं। निरूपण को और अधिक परिशुद्ध रूप से देखने के लिए, हम 
वास्तविक रेखा के इस भाग को दस बराबर भागों में बाँट देते हें और आवर्धन शीशे से यह 
देखते हैं कि 5.37 और 5.38 के बीच 5.37 स्थित है। 5.37 को और अधिक परिशुद्ध रूप 
से देखने के लिए, हम 5.377 और 5.378 के बीच के भाग को पुनः दस बराबर भागों में 
बाँट देते हैं और 5.37 के निरूपण को देखते हैं, जैसा कि आकृति ।.।4 (४) में दिखाया गया 
है। ध्यान दीजिए कि 5.37 , 5.3777 की अपेक्षा 5.3778 से अधिक निकट है [देखिए आकृति 
].]4 6५)]। 

टिप्पणी : एक आवर्धन शीशे से उत्तरोत्तरत: देखकर और साथ ही वास्तविक रेखा के उस 
भाग को, जिसमें 5.37 स्थित है, लंबाई में कमी की कल्पना करके हम इस प्रक्रिया को निरंतर 
आगे बढ़ा सकते हैं। रेखा के उस भाग का आमाप (४०९) क्या होना चाहिए, यह परिशुद्धता 
को उस मात्रा पर निर्भर करता है, जिसके अनुसार हम संख्या रेखा पर संख्या की स्थिति 
देखना चाहते हैं। 


अब तक आप यह अवश्य समझ गए होंगे कि इसी प्रक्रिया को संख्या रेखा पर 
अनवसानी अनावती दशमलव प्रसार वाली वास्तविक संख्या को देखने में भी लागू किया जा 
सकता है। 


ऊपर की गई चर्चाओं और उत्तरोत्तर आवर्धनों की कल्पना के आधार पर हम यह पुनः कह 
सकते हैं कि प्रत्येक वास्तविक सख्या को सख्या रेखा पर एक अद्वितीय बिन्दु से निरूपित 
किया जाता है। साथ ही, सख्या रेखा का प्रत्येक बिन्दु एक और केवल एक वास्तविक सख्या 
को निरूपित करता है। 


प्रशनावली .4 


।. उत्तरोत्तर आवर्धन करके संख्या रेखा पर 3.765 को देखिए। 
2. 4 दशमलव स्थानों तक संख्या रेखा पर 4.26 को देखिए। 


.5 वास्तविक संख्याओं पर संक्रियाएँ 


पिछली कक्षाओं में, आप यह पढ़ चुके हैं कि परिमेय संख्याएँ योग और गुणन के 
क्रमविनिमेय (commutative), साहचर्य (associative) और बंटन (distributive) नियमों को 
संतुष्ट करती हैं और हम यह भी पढ़ चुके हैं कि यदि हम दो परिमेय संख्याओं को जोड़ें, 
घटाएँ, गुणा करें या (शून्य छोड़कर) भाग दें, तब भी हमें एक परिमेय संख्या प्राप्त होती है 
[अर्थात्‌ जोड़, घटाना, गुणा और भाग के सापेक्ष परिमेय संख्याएँ संवृत (००४००) होती हैं]। यहाँ 
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हम यह भी देखते हैं कि अपरिमेय संख्याएँ भी योग और गुणन के क्रमविनिमेय, साहचर्य और 
बंटन-नियमों को संतुष्ट करती हैं। परन्तु, अपरिमेय संख्याओं के योग, अंतर, भागफल और 


गुणनफल सदा अपरिमेय नहीं होते हैं। उदाहरण के लिए, (५2) - (२2), (3)(03) और 
परिमेय संख्याएँ हैं। 

आइए अब यह देखें कि जब एक परिमेय संख्या में अपरिमेय संख्या जोड़ते हें और एक 
परिमेय संख्या को एक अपरिमेय संख्या से गुणा करते हैं, तो क्या होता है। 

उदाहरण के लिए, /3 एक अपरिमेय संख्या है। तब 2+ /3 और 2/3 क्या हैं? क्योंकि 
५3 एक अनवसानी अनावर्ती दशमलव प्रसार है, इसलिए यही बात 2+ \/3 और 2\/3 के 
लिए भी सत्य है। अतः 2+ /3 और 2\/3 भी अपरिमेय संख्याएँ हैं। 


उदाहरण 2 : जाँच कीजिए कि 7.65, ज 2 +2।,7- 2 अपरिमेय संख्याएँ हें या नहीं। 


V5 


हल : \/5 = 2.236... , /7 = .442..., 7 = 3.4]5... हैं। 


TT 3.]304... हैं 
तब 7/5 = 5.652..., FAs 04... है। 


४2 +2=22.442..., 7-2 =NI4NS... 

ये सभी अनवसानी अनावर्ती दशमलव हैं। अतः ये सभी अपरिमेय संख्याएँ. हैं। 

उदाहरण 3 : 2/2.+ 5/3 और \/2 _ 3/3 को जोडिए। 

हल : (2\2+5४3)+ (४2 - 3५3) = (22 + ४2) + (5५3 - 33) 
=(C+DN2+(5-3)N3=3N2 +2N3 

उदाहरण 4: 6/5 को 25 से गुणा कोजिए। 


हलः: 6/5 * 2\/5 =6x2%x 5 x5 =I2x5=60 
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उदाहरण 5 : 8.॥5 को 2\/3 से भाग दीजिए। 


83४5 8.5 
हल : 8./5 +23 - °^ 835 _ (5 
गा 2/3 








इन उदाहरणों से आप निम्नलिखित तथ्यों के होने की आशा कर सकते हैं जो सत्य हैं: 
0) एक परिमेय संख्या और एक अपरिमेय संख्या का जोड़ या घटाना अपरिमेय होता है। 


(४9) एक अपरिमेय संख्या के साथ एक शून्येतर (००-८९7०) परिमेय संख्या का गुणनफल या 
भागफल अपरिमेय होता है। 


(¡) यदि हम दो अपरिमेय संख्याओं को जोड़ें, घटायें, गुणा करें या एक अपरिमेय संख्या को 
दूसरी अपरिमेय संख्या से भाग दें, तो परिणाम परिमेय या अपरिमेय कुछ भी हो सकता 


है। 


अब हम अपनी चर्चा वास्तविक संख्याओं के वर्गमूल निकालने की संक्रिया (०peration) 
पर करेंगे। आपको याद होगा कि यदि ८ एक प्राकृत संख्या है, तब /८ -४ का अर्थ है 
७? = ८ और > 0 । यही परिभाषा धनात्मक वास्तविक संख्याओं पर भी लागू की जा सकती 


है। 


मान लीजिए ८>0 एक वास्तविक संख्या है। तब ८ =0 का अर्थ है ४-८ और > 0 


है। 


अनुच्छेद ].2 में, हमने यह देखा है कि किस प्रकार 
संख्या रेखा पर // को, जहाँ # एक धनात्मक पूर्णाक 
है, निरूपित किया जाता है। अब हम यह दिखाएँगे कि 
किस प्रकार + को, जहाँ + एक दी हुई धनात्मक 
वास्तविक संख्या है, ज्यामितीय (४९००९।८३॥]४) रूप 
से ज्ञात किया जाता है। उदाहरण के लिए, आइए हम 
इसे «= 3.5 के लिए प्राप्त करें। अर्थात्‌ हम ४3.5 को आकृति .]5 
ज्यामीतीय रूप से प्राप्त करेंगे। 


“/ €ोृकक-+ 3.3 कक _> 3 Il C 


एक दी हुई रेखा पर एक स्थिर बिन्दु & से 3.5 एकक की दूरी पर चिह्न लगाने पर एक ऐसा 
बिन्दु 8 प्राप्त होता है, जिससे कि 48 - 3.5 एकक (देखिए आकृति ।.।5)।B से । एकक 
की दूरी पर चिह्न लगाइए और इस नए बिन्दु को € मान लीजिए। «० का मध्य-बिन्दु ज्ञात 
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कीजिए और उस बिंदु को 0 मान लीजिए। 0 को केन्द्र और 00 को त्रिज्या मानकर एक 
अर्धवृत्त बनाइए। ^ पर लंब एक ऐसी रेखा खींचिए जो 8 से होकर जाती हो और 
अर्धवृत्त को पर काटती हो। तब 8 = ४3.5 है। 


अधिक व्यापक रूप में, /» का मान ज्ञात करने के 

लिए, जहाँ » एक धनात्मक वास्तविक संख्या है, एक 

ऐसा बिंदु छ लेते हैं, जिससे कि &8 = » एकक हो 

और जैसा कि आकृति ।.।6 में दिखाया गया है, एक 

ऐसा बिंदु ८ लीजिए जिससे कि8८=]एकक हो। ACOs c 
तब, जैसा कि हमने स्थिति ५=3.5 के लिए किया 


है , हमें BD = Vx प्राप्त होगा (आकृति .6)। आकृति ].6 


हम इस परिणाम को पाइथागोरस प्रमेय की सहायता से सिद्ध कर सकते हैं। 
x+l 





ध्यान दीजिए कि आकृति ।.।6 में, ^ 08D एक समकोण त्रिभुज है। वृत्त की त्रिज्या 


एकक है। 
ge | 











अतः, OC = OD = OA = 5 एकक 
ठ "(२-5 
,OB = 2 2 


अतः, पाइथागोरस प्रमेय लागू करने पर, हमें यह प्राप्त होता हैः 


BD? = OD? - OB? हि खो (उ) == 
FE र्‌ ER, 4 








इससे यह पता चलता है कि 8) = ४» है। 

इस रचना से यह दशने को एक चित्रीय और ज्यामितीय विधि प्राप्त हो जाती है कि सभी 
वास्तविक संख्याओं +> 0 के लिए, ,/+ का अस्तित्व है। यदि हम संख्या रेखा पर |, की 
स्थिति जानना चाहते हैं, तो आइए हम रेखा 80 को संख्या रेखा मान लें, B को शून्य मान 
लें और ८ को । मान लें, आदि-आदि। 3 को केन्द्र और छा) को त्रिज्या मानकर एक चाप 


खींचिए जो संख्या रेखा को ह पर काटता है (देखिए आकृति ।.।7)। तब ह, ५% निरूपित 
करता है। 
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आकृति .7 


अब हम वर्गमूल की अवधारणा को घनमूलों, चतुर्थमूलों और व्यापक रूप से वें मूलों, 
जहाँ # एक धनात्मक पूर्णांक है, पर लागू करना चाहेंगे। आपको याद होगा कि पिछली कक्षाओं 
में आप वर्गमूलों और घनमूलों का अध्ययन कर चुके हैं। 
३/३ क्या है? हम जानते हैं कि यह एक धनात्मक संख्या है जिसका घन 8 है, और आपने 
यह अवश्य अनुमान लगा लिया होगा कि ३/३ =2 है। आइए हम ३/243 का मान ज्ञात करें। 
क्या आप एक ऐसी संख्या # जानते हैं जिससे कि ७ = 243 हो? उत्तर है 3, अतः, 
३/243 = 3 हुआ। 
इन उदाहरणों से क्या आप १/८ परिभाषित कर सकते हैं, जहाँ ८> 0 एक वास्तविक संख्या 
है और # एक धनात्मक पूर्णांक है? 
मान लीजिए ८>0 एक वास्तविक संख्या है और # एक धनात्मक पूर्णांक है। तब 
(कि = 8, जबकि ७" = ८ और ४>0। ध्यान दीजिए कि \/2, ३/8, १/८ आदि में प्रयुक्त 
प्रतीक '“ / '' को करणी चिह्न (80029 ऽ¡९॥) कहा जाता है। 

अब हम यहाँ वर्गमूलं से संबंधित कुछ सर्वसमिकाएँ (4०४/६९५) दे रहे हैं जो विभिन्न 
विधियों से उपयोगी होती हैं। पिछली कक्षाओं में आप इनमें से कुछ सर्वसमिकाओं से परिचित 
हो चुके हैं। शेष सर्वसमिकाएँ वास्तविक संख्याओं के योग पर गुणन के बंटन नियम से और 
सर्वसमिका (४ ++) (४-9) =+ - 9? से, जहाँ + और + वास्तविक संख्याएँ हैं, प्राप्त होती 
है 


मान लीजिए ८ और  धनात्मक वास्तविक संख्याएँ हैं। तब, 
(i) 48 5 4४० (ii) नह 
Gi) (Va+b)(Na-vb)=a-b (iv) [१+ ४०) (०-४०) ८०-०४ 
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(९) [०+४०) [० + व) Nac + Jad + ९८ + bd 
vi) (० + ७) ८4+ 2748 +b 


आइए हम इन सर्वसमिकाओं की कुछ विशेष स्थितियों पर विचार करें। 
उदाहरण ।6 : निम्नलिखित व्यंजकों को सरल कीजिए: 


७ b+ )e+ss) @ (+४) 6-४] 
(ii) (+37) iv) (VII —N7) (NII +37) 


हल : 6) (5+7)(2+5)=0+ 595 +247 + 435 

0) (5+v5)(5-v5)= 5? - (45) =25-5= 20 

00) (3+) 5) +2BNT+ (4) 53+ 227 =I0+ NN 
0९) (MIM) + )-[ी) (7) =im7e4 


टिप्पणी : ध्यान दीजिए कि ऊपर के उदाहरण में दिए गए शब्द “सरल करना” का अर्थ यह 
है कि व्यंजक को परिमेय संख्याओं और अपरिमेय संख्याओं के योग के रूप में लिखना 
चाहिए। 


हम इस समस्या पर विचार करते हुए कि ~ संख्या रेखा पर कहाँ स्थित है, इस अनुच्छेद 
को यहीं समाप्त करते हैं। हम जानते हैं कि यह एक अपरिमेय है। यदि हर एक परिमेय 
संख्या हो, तो इसे सरलता से हल किया जा सकता है। आइए हम देखें कि क्या हम इसके 
हर का परिमेयकरण (7॥६।००।।५९) कर सकते हैं, अर्थात्‌ क्या हर को एक परिमेय संख्या में 
परिवर्तित कर सकते हैं। इसके लिए हमें वर्गमूलों से संबंधित सर्वसमिकाओं की आवश्यकता 
होती है। आइए हम देखें कि इसे कैसे किया जा सकता है। 


|| 
उदाहरण 7 : ड के हर का परिमेयकरण कीजिए। 


] 
हलः हम _ को एक ऐसे तुल्य व्यंजक के रूप में लिखना चाहते हैं, जिसमें हर एक परिमेय संख्या 
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ड है | 2) 
हो। हम जानते हैं कि ,/7 ../2 परिमेय है। हम यह भी जानते हैं कि तठ को ब से गुणा करने 


हमें | क्योंकि v2 थ्यों 
पर हमें एक तुल्य व्यंजक प्राप्त होता है, क्योंकि Fo  है। अतः इन दो तथ्यों को एक साथ लेने 
पर, हमें यह प्राप्त होता है: 


] I 2 2 


«7 ५ आ2. 2 


l 
इस रूप में हि को संख्या रेखा पर स्थान निर्धारण सरल हो जाता है। यह 0 और ,/7 के मध्य स्थित 
हे। 


मम 


उदाहरण 8 : के हर का परिमेयकरण कीजिए। 
2+ ९% 


] 
हल : इसके लिए हम ऊपर दी गई सर्वसमिका (४) का प्रयोग करते हैं। 2+ 5 को 2-५/3 से 
गुणा करने और भाग देने पर, हमें यह प्राप्त होता है: 


। _N2-\3( 3, 


NY 2-43 M-3 











3 
४३ - ४5 


उदाहरण ।9 : के हर का परिमेयकरण कीजिए। 





हल : यहाँ हम ऊपर दी गई सर्वसमिका () का प्रयोग करते हैं। 


5 5. B+ 5(3+४5) (-s 
अतः, 3 5 B+ 3-5 -[5 |8+४) 











लि 


3४) 
| | | 7-3/2 _7-32 


इल: +लककमक उर = न 
Tiel Tp? | TH?! Ao TS 3] 


उदाहरण 20 : के हर का परिमेयकरण कीजिए। 
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अतः जब एक व्यंजक के हर में वर्गमूल वाला एक पद होता है (या कोई संख्या करणी चिह्न के अंदर 
हो), तब इसे एक ऐसे तुल्य व्यंजक में, जिसका हर एक परिमेय संख्या है, रूपांतरित करने की 
क्रियाविधि को हर का परिसेयकरण (rationalising the denominator) कहा जाता है। 


प्रश्‍नावली .5 
. बताइए नीचे दी गई संख्याओं में कौन-कौन परिमेय हैं और कौन-कौन अपरिमेय हैं: 
2५7 
i की i (3 23 — RD iD 7 
® 2-45 0) (3+ ४23] - ४23 0) उ 
J 
(iv) Ro (v) था 


2. निम्नलिखित व्यंजकों में से प्रत्येक व्यंजक को सरल कीजिए: 
® (3+3)(2+v2) .. 6) [3+४3) (3-४5) 
ii (अं + ४2) iw [४5 -४2) [४5 + ४2) 
3. आपको याद होगा कि 7 को एक वृत्त की परिधि (मान लीजिए ८) और उसके व्यास (मान 


लीजिए ०) के अनुपात से परिभाषित किया जाता है, अर्थात्‌ 7 = र है। यह इस तथ्य का 


अंतर्विरोध करता हुआ प्रतीत होता है कि 7 अपरिमेय है। इस अंतर्विरोध का निराकरण आप 
किस प्रकार करेंगे? 


4. संख्या रेखा पर \/9.3 को निरूपित कोजिए। 
5. निम्नलिखित के हरों का परिमेयकरण कीजिए: 


शक डे l .. ] | ] 
0) एह्र CR था) हु हर (iv) ह 


.6 वास्तविक संख्याओं के लिए घातांक-नियम 
क्या आपको याद हे कि निम्नलिखित का सरलीकरण किस प्रकार करते हें? 


Ur Lm IO) ८ 
23° 
(iil) 237 ्् (Iv) P= 
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क्या आपने निम्नलिखित उत्तर प्राप्त किए थे? 


(0) I7P.I7=I7 Gi) (527 = 5 
237 
0) उन = 23, (iv) 7? . 93 = 633 


इन उत्तरों को प्राप्त करने के लिए, आपने निम्नलिखित घातांक-नियमों (laws of 
exp०n९॥ऽ) का प्रयोग अवश्य किया होगा, [यहाँ 6, और प्राकृत संख्याएँ हैं। आपको याद 
होगा कि ८ को आधार (७१५९) और # और 7 को घातांक (९४१००९५) कहा जाता है|] 
जिनका अध्ययन आप पिछली कक्षाओं में कर चुके हैं: 

(0) a". व" ८ ant" (i) (a = a 


Im 


(iii) ठ - —- 4 m—n m >n (IV) ab" — (ab ) m 





(८)° क्या है? इसका मान] है। आप यह अध्ययन पहले ही कर चुके हैं कि (८) =! 
होता है। अतः, 6४) को लागू करके, आप -- = 4 प्राप्त कर सकते हैं। अब हम इन नियमों 
को ऋणात्मक घातांकों पर भी लागू कर सकते हैं। 

अतः, उदाहरण के लिए : 





0) 7-77 >-"#€>- पा 0) (57) 55“ 
543 BE ठ 7 * लक न -3 
(iil) उठ = 2 (५) (7) -(9) = (63) 
मान लीजिए हम निम्नलिखित अभिकलन करना चाहते हैं : 
6) 23.23 (ii) ES 

75 । 9 
0) जच (iv) 35 . [77 

7) 


हम ये अभिकलन किस प्रकार करेंगे? यह देखा गया हे कि वे घातांक-नियम, जिनका 
अध्ययन हम पहले कर चुके हैं, उस स्थिति में भी लागू हो सकते हैं, जबकि आधार धनात्मक 
वास्तविक संख्या हो और घातांक परिमेय संख्या हो (आगे अध्ययन करने पर हम यह देखेंगे 
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कि ये नियम वहाँ भी लागू हो सकते हैं, जहाँ घातांक वास्तविक संख्या हो।)। परन्तु, इन 
नियमों का कथन देने से पहले और इन नियमों को लागू करने से पहले, यह समझ लेना 
आवश्यक है कि, उदाहरण के लिए, 4? क्या है। अतः, इस संबंध में हमें कुछ करना होगा। 

अनुच्छेद ।.4 में, हमने ५/८ को इस प्रकार परिभाषित किया है, जहाँ ८ > 0 एक वास्तविक 
संख्या हैः 

मान लीजिए ८>0 एक वास्तविक संख्या है और # एक थनात्मक पूर्णांक है। तब 
१[८ = ५ होता है, जबकि ४" = ८ और ४ >0 हो 

घातांकों की भाषा में, हम १/८ = ०" के रूप में परिभाषित करते हैं। उदाहरण के लिए, 
३-2 है। अब हम 4? को दो विधियों से देख सकते हैं। 


3 Tl दर 
42 = 5 = 27 - 8 


3 l l 
4? = (4°)? = (64) = 8 
अतः, हमें यह परिभाषा प्राप्त होती हैः 


मान लीजिए ८>0 एक वास्तविक संख्या है तथा # और # एसे पूर्णांक हैं कि | के 
अतिरिक्त इनका कोई अन्य उभयनिष्ठ गुणनखंड नहीं है और 7 > 0 है। तब, 
a™ = (:/a a) = दा 
अतः वांछित विस्तृत घातांक नियम ये हें: 
मान लीजिए ८>0 एक वास्तविक संख्या है और # और ८ परिमेय संख्याएँ हैं। तब, 
() a? , af = a () (६7) = a?! 
a D 


(॥) र =a (५) ab? = (ab)y’ 


अब आप पहले पूछे गए प्रश्नों का उत्तर ज्ञात करने के लिए इन नियमों का प्रयोग कर 
सकते हैं। 


2 l 4 
उदाहरण 2। : सरल कीजिए; 06) 23 . 23 (ii) क्र 
75 L 37 
Gil) जय (iv) I35 -I75 
FE 
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हलः 
2 I +३) 3 iY 4 
() 23 23 =? ल. की 23 >> है, मो (ii) | | य 35 
| 
75 [३-३] 3-5 =2 i l l 
(i dey lV (iv) I35 .I75 = (3% I7)5 = 22]5 
ह 
प्रश्नावली ].6 
।. ज्ञात कीजिए: 6) 642 (i) 325 (iii) I253 
3 2 3 न" 
2. ज्ञात कीजिए; 6) 92 (i) 325 (iii) I62 (iv) I253 
2 I IY ५ का 
3. सरल कीजिए:6) 23 . 25 (ii) ६ | HN र (Iv) 72. 82 
I]* 
।.7 सारांश 


इस अध्याय में, आपने निम्नलिखित बिन्दुओं का अध्ययन किया है: 


p में न 
संख्या + को परिमेय संख्या कहा जाता हे, यदि इसे हि के रूप में लिखा जा सकता हो, जहाँ 
? और ५ पूर्णाक हैं और 4&0 है। 


संख्या ५ को अपरिमेय संख्या कहा जाता हे, यदि इसे 2 के रूप में न लिखा जा सकता 
E पूर्णाक हैं ५ 

हो, जहाँ और ५ पूर्णाक हैं और 4&0 है। 

एक परिमेय संख्या का दशमलव प्रसार या तो सांत होता हे या अनवसानी आवर्ती होता हे। 

साथ ही, वह संख्या, जिसका दशमलव प्रसार सांत या अनवसानी आवर्ती है, परिमेय होती हे। 


एक अपरिमेय संख्या का दशमलव प्रसार अनवसानी अनावर्ती होता हे। साथ ही, वह संख्या 
जिसका दशमलव प्रसार अनवसानी अनावर्ती है, अपरिमेय होती है। 


सभी परिमेय और अपरिमेय संख्याओं को एक साथ लेने पर वास्तविक संख्याओं का संग्रह 
प्राप्त होता है। 
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संख्या रेखा के प्रत्येक बिन्दु के संगत एक अद्वितीय वास्तविक संख्या होती है। साथ ही, 
प्रत्येक वास्तविक संख्या के संगत संख्या रेखा पर एक बिंदु होता है। 


यदि 7 परिमेय है और ५+ अपरिमेय है, तब 7+5 और 7- 5 अपरिमेय संख्याएँ होती हें तथा 
„४ और हे अपरिमेय संख्याएँ होती हैं यदि ##0 है। 
धनात्मक वास्तविक संख्याओं ८ और & के संबंध में निम्नलिखित सर्वसमिकाएँ लागू होती हैं: 


क्‍ 0 = 

हा = Ja ® 

(i) (० + ४९) [4० - ४०)5०-४७ (i) (a+ ४९) [०-४९) 5 ४-०४ 
(५) (० + ४०) <4+ 248 + 8 


र के हर का परिमेयकरण करने के लिए, इसे हम ४4 -४ 
Ya + b 


a ७ 





से गुणा करते हैं, जहाँ 


८ और # पूर्णाक हैं। 
मान लीजिए ८>0 एक वास्तविक संख्या है और # और ८ परिमेय संख्याएँ हैं। तब, 


(6) a? , ९ - ६” 7 १ (I) (६7) = (६? 


(iii) र नः 4 (IV) ab? = (ab)’ 
a 
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